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Kombinatorika- Elmélet

Emlékezteto: Egy vonal egy G grafban egy olyan séta, amely minden élen legfeljebb egyszer
halad at. Egy vonalat szemléltethetiink ugy, hogy az egyik csucsbol kiindulva ceruzankat egy
élén végightizzunk, majd az igy elért pontbol egy masik élt rajzolunk meg és igy tovabb. Ha
az eljaras folyaman ligyeliink arra, hogy egyetlen élt se htizzunk duplén, akkor ceruzank egy
vonalat kovetett és kdzben lerajzolta a graf egy részét. Természetes kérdés (€s ismert fejtoro),
hogy egy graf dbra mikor rajzolhaté meg igy, dupla athiizas és a ceruzank felemelése nélkiil.
Ez a kérdés ekvivalens azzal, hogy mikor van a grafban olyan vonal, amely a graf dsszes
csucsat és élét tartalmazza. llyen vonal Iétezésének vizsgalata a legrégebbi grafelméleti
problémara tekint vissza. Eredetileg a probléma a Konigsberg varosaban meriilt fel. A véaros
egy folyo partjain és két szigetén épiilt. A partok és szigetek kozott 7 hid van. A varos lakoi
kozott fejtord kérdés volt, hogy lehet-e talalni sétautat gy, hogy minden hidon pontosan
egyszer haladjunk at. Ez ekvivalens azzal, hogy a térképet leird grafban 1étezik-e az Gsszes ¢€lt
tartalmazd vonal. A probléma megoldasa Euler nevéhez flizddik. Rola nevezték el a probléma

mogott rejloé fogalmat.

Def: Legyen G graf és S{Vo,e1,v1,€2,Va,...eVk} vonal Euler vonal, ha {ejey,....ex} és

{Vo,V1,...vi} = V(G) — az élek kiadjak az ¢l halmazt a csucsok pedig a csticshalmazt

Megjegyzés: Euler vonal: Olyan séta, amely soran minden élen pontosan egyszer halad at és

minden csucsot érintink.

Def: S séta esetén (jelolést lasd fent) vo=Vi ,(azaz kiinduld csticsba ériink vissza a séta végén),
ez esetben azt mondjuk, hogy S zart séta. Zart Euler vonal esetén a séta kezdd és végpontja

azonos.

Def: Moho vonalnovelés = sétalas, amikor minden 1épésnél vigyazunk, hogy ne ismételjiik az

¢lt. — Sziikségszerlien befejezddik/ bedll. Hossza < |E (G)| (€l szdm)



példa: A

” ~
4

>4 Az 4bran vonalnovelés A-bol elakadésig

folytatas nem lehetséges.

Def: G graf moho vonal novelése = G graf B bejart rész

e csucsok == V(G)
o ¢lek séta/vonal élei

e végpontok /illeszkedés: mint G-ben
Lényeges észrevétel:

Legyen G egy graf, v eleme V(G)-nek egy cstics Vv-bdl kiindulva végezziik el a moho
vonalnovelési eljarast. Tegyiik fel, hogy az eljards egy u csucsba vezetd vonallal akad el.

Ekkor v fokszdmanak paritdsa szerint a kdvetkezd két eset lehetséges:

1) Ha d(v) paros, akkor minden csucs B foka paros
(2)  Had(v) paratlan, akkor V egy V-t6l kiilonbdz6 paratlan foku cstcs és minden mas

csucs B foka paros

Bizonyitas:

(1) a, Legyen x egy tetszdleges cstcs a x= Vo , ami nem egyenld ve-vel 2> a séta kiindul
X-bél és valahanyszor athalad rajta 1+ paros = paratlan - az athaladas a B fokot
kettével noveli, nem itt allunk meg, igy a B fok
b, x=vo=v, A B fok 1+paros+1
C,X =V, ami nem egyenld vo-val, tehat ugyanaz, mint az a eset

(2) x vo=Vve -4l is kiilonbozik, azaz csak athaladas torténik = séta valahanyszor alhalad

X-en->minden athaladas a B fokot kettdvel noveli, igy B fok paros, az allitas adodott.



Az észrevétel megoldja a Konigsbergi hidak problémajat. A valasz nemleges, nem lehet a
grafunkban Euler-vonal. Ha lenne, akkor ezt bejarva egy teljes grafot kapunk. Az észrevétel
alapjan 0(vo=Ve) vagy 2(Vo#ve) paratlan foka csucs van a grafunkban. Az abra alapjan ez nem

igaz.

? vo,ve —> Nem tudjuk
hol van.

Euler tétel: a, Legyen G egy graf. G-nek akkor és csak akkor van zart Euler-vonala, ha G
Osszefiiggd és minden fokszama paros.

b, G-ben akkor és csak akkor van NEM zar6dé Euler-vonal, ha 2db paratlan foku cstics van és
Osszefiiggd

Megjegyzés. b, esetben a bizonyitasbol kiolvashatd, hogy a kiinduld és az utolsé csucs az
egyik paratlan foku csucs.

Rossz kezddpont (nem
mindegy hova rakjuk a
ceruzankat)

Bizonyitas: => (a korabbiak alapjan belatjuk) Euler-kérvonal létezése esetén grafunk
Osszefliggd (a vonal az Gsszes csucsot meglatogatja) a korvonal kiindulo=végpontjan kiviili
cstcsok esetén mindig 4thaladunk (be, majd ki haladunk), ami parba allitja a cstcsra




illeszked6 éleket. A kiindulo=végpontra az elsé kilépés és az utolsd belépésen tal mindig
athaladas torténik, igy itt is adodik a paros fokszam

<= ha tudjuk, hogy minden fok paros és grafunk Osszefiiggd. Kezdjiink el moho
vonalnovelést elakadasig.

Legyen N a be nem jart élek grafja(piros graf=N)

Eszrevétel: B sziikségszeriien a kiinduld csucsban akad el és igy minden foka paros.Tehat N is
paros minden fokanal. Ha a bejart rész nem egyezik meg G-vel akkor van a sétanak olyan X
csucsa, ahol bejart és nem bejart ¢l taldlkozik. x az eredeti séta megszakithatdo és egy
betoldassal megnovelhetd. A betoldas egy x-bdl induld N-be haladd mohd vonalndveléssel
kaphaté meg. Az észrevételnek koszonhetden ez sziikségszerlien x-ben akad el, igy a
megszakitott vonal egy hosszabbitasnak szolgal. Ezt a betoldasi modszert addig alkalmazzuk,
amig egy Euler-vonalhoz nem jutunk.



